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Zum Selbststudium

Aufgabe 40 - Lieableitung

Sei M eine Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vektorfeld. Es bezeichne ¢! den lokalen Fluss von
X. Sei ferner ¥ € X*(M) ein beliebiger Tensor (z.B. eine k-Form oder ein Vektorfeld). Der pulback
(¢p")*T ist dann definiert als

o ((¢")*T)p := (D) 1T e (), falls T ein Vektorfeld ist.

o ((¢")*T)p(X1, .o, Xin) i= Tyt () (DOL X1, ..., DPL X, ), falls T eine Multilinearform ist
o (P (T®6)=(¢")"T® (¢")*S fiir gemischte Tensoren.

Dann ist die Lieableitung von ¥ in Richtung des Vektorfeldes X definiert durch:

()T~ Ty

_ d £ * — 1
ExTy = () Sl = fig =

Machen Sie sich klar, dass dies wohldefiniert ist, insbesondere dass im Zahler des Bruches tatséchlich
die gewohnliche Differenz genommen werden kann. Zeigen Sie aulerdem:

e Lx% ist R-linear in ¥.

Lxf=0xf VfeCO=(M).

LxY =[X,Y] VX,Y € X(M).

(Hinweis: Wihlen Sie fiir X (p) # 0 Koordinaten (x1, ..., ), sodass 8%1 =X)

Lx erfiillt die Leibnizregel, d.h. zeigen Sie Lx(T®@ 6) = (LxT) @G + T ® (Lx6).

Lx(a(Y)) = (Lxa)(Y) +a(lxY) VXY € X(M),ac Q'(M).

Lx% ist R-linear in X. (Hinweis: Leibnizregel und Induktion nach dem Grad von ¥.)

[Lx,Ly] = Lix,y]

Aufgabe 41 - Cartan’s Magic formula
Seien X € X(M) ein Vektorfeld und a € QF(M) eine k-Form. Das innere Produkt (Kontraktion)
ixa ist definiert durch (ixa)(X1,..Xn-1) = a(X, X1, ..., X;,—1). Zeigen Sie:

£Xa:ix(da)—|—d(ixa). ((*))

Zeigen Sie dazu, dass () fiir 0- und 1-Formen richtig ist. Nutzen Sie dann die Leibnizregel fiir eine
Induktion iiber den Grad von «.



Aufgabe 42 - AuBleres Differential und kovariante Ableitung
Sei w eine k-fache Multilinearform auf M, d.h. w ist ein Tensor vom Typ (0, k). Der Antisymme-
triesator A ist ein Operator, der jeder k-fachen Multilinearform eine k-Form zuordnet, vermége:

(Aw)(X1, o Xe) = D sgn(m) - w(Xe(1)s o X))
TeS (k)

Dabei ist &(k) die Permutationsgruppe von k Elementen. Zeigen Sie, dass fiir jede torsionsfreie
kovariante Ableitung V gilt: (da) = A(Va). Es gilt also insbesondere fiir o € Q'(M), X, Y € X(M):

(da)(X,Y) = (Vxa)(Y) = (Vya)(X).

Nutzen Sie fiir den Beweis, dass gilt:

k+1
(da)(Xla "'an-‘rl) = Z(_1)2+16Xi (a(Xla "'aXi7 ~-'7Xk?+1))
1=1
+ Z (—1)i+ja([Xi,Xj]7X1,...,Xi,...,Xj,...,XkJrl).
1<i<j<k+1

Entwickeln Sie dann Ox, («(X7, ..., X;, ..., Xk+1)) mit Hilfe der kovarianten Ableitung V.



