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Aufgabe 5 2 Punkte
Sei m : E — B ein Vektorbiindel vom Rang n, {U;};cs eine trivialisierende Uberdeckung von B.
Seien ¢; : 71 (U;) — U; x R™ zugehorigen Trivialisierungen und g¢;;(z) € Gl(n,R),z € U; N U; die
Ubergangsabbildungen. Gi(n,R) heifit auch die Strukturgruppe von (E, B, 7). Ist H C Gl(n,R)
eine Untergruppe und lassen sich Trivialisierungen ¢; so wéhlen, dass g¢;;(z) € H fur alle z €
U;NUj, (i,§) € I?, so ist die Strukturgruppe von (E, B, 7) auf H reduzierbar.

Zeigen Sie: Ist E = T'M das Tagentialbiindel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, dim M =
n, so ist die Wahl einer Riemannschen Metrik g auf M &quivalent zu einer Reduktion der Struk-
turgruppe von T'M auf O(n). (Hinweis fiir Riickrichtung: Konstruieren Sie ausgehend von {U;}
eine Metrik auf M, indem Sie die Standardmetrik im R™ vermoge ¢; zuriickziehen.)

Aufgabe 6 2 Punkte
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, dim M = 2n. Auf R?" betrachten wir die Matrix

0 —Id
€= (I d 0 )
und definieren die folgenden Untergruppen von Gi(2n,R)

O(2n) = {A € GI(2n,R) | A'A = Id}
Sp(2n) = {A € GI(2n,R) | A'QA = Q}
Gl(n,C) ={A € Gi(2n,R| QA = AQ}

U(n) = 0(2n) N Sp(2n) N Gl(n,C).

Zeigen Sie, dass bereits gilt U(n) = O(2n) N Sp(2n) = Sp(2n) N Gl(n,C) = O(2n) N Gl(n,C).
Welche Strukturen erhiilt man auf M, wenn sich die Strukturgruppe von TM auf Sp(2n), Gl(n,C)
oder U(n) reduzieren ldsst?

Aufgabe 7 2 Punkte
Es sei m: L — B ein Vektorbiindel vom Rang 1. Zeigen Sie, dass (L, B, 7) genau dann trivial ist,
wenn es einen globalen Schnitt p: B — L, 7o p = id gibt, sodass p(z) # 0 € 7 1(x) fiir alle z € B
gilt. Wie lésst sich dieser Satz auf Vektorbiindel vom Rang n verallgemeinern?



