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Aufgabe 8 2 Punkte
Zeigen Sie, dass die Kriimmung ein Tensor ist.

Aufgabe 9 2 Punkte
Sei (M, J) eine fast-komplexe Mannigfaltigkeit, d.h. J ist ein glatter Vektorbiindelendomorphismus
von T'M mit J o J = —id. Der zugehérige Nuijenhuis-Tensor A ist definiert als:

Ni(v,w) = [Jv, Jw] — J[v, Jw] — J[Jv,w] — [v,w],

wobei v und w Vektorfelder auf M sind und [, ] die Lie-Klammer ist.
Zeigen Sie, dass N; wirklich ein Tensor ist. Zeigen Sie, dass N; = 0, wenn M 2-dimensional ist.
(Hinweis: Betrachte v und Jwv.)

Besprechung der folgenden Aufgaben erfolgt nur auf Wunsch. Fragen kénnen aber gestellt werden!

Aufgabe 10
Wir betrachten die Standard-Sphire S™ C R"*! = {z € R"™!, ||z||* = 1}. Der Tagentialraum
T,.S™ lasst sich dann mit

T,5" = {v e R"™ < 2,0 >=0}

identifizieren, wobei < z,v > das Standard-Skalarprodukt ist. Sei weiterhin 7 : € — S™ das triviale
Vektorbiindel iiber S™ vom Rang 1, d.h. ¢ = S™ X R und 7 = pry.
a) Zeigen Sie, dass T'S™ @ e global trival ist, d.h. isomorph zu S™ x R"*+1.

b) Finden Sie fiir S*, S und S7 je ein, drei bzw. sieben punktweise linear unabhiingie Vektor-
felder. Was bedeutet dies fiir T'S*, T'S2 bzw. T.S7?

c¢) In Aufgabe 11 wird gezeigt, dass jedes Vektorfeld auf S?* mindestens eine Nullstelle besitzt.
Welche Konsequenzen hat dies fiir 7.5%77?

Aufgabe 11 - Satz vom Igel/Hairy Ball Theorem
Zeigen Sie, dass jedes Vektorfeld auf S?" eine Nullstelle besitzt. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

e Zeigen Sie, dass wenn ein Vektorfeld ohne Nullstellen existiert, dann existiert eine Homotopie
zwischen der Identitét id auf M und der Involution s : x — —z.

e Sei w eine Volumenform auf $2". Betrachten Sie das Integral /. g2n 8"w und leiten Sie aus der
Homotopie zwischen s und id einen Widerspruch ab.



