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Aufgabe 20

Sei 1 < k < n. Es bezeichne G,, ;, die Menge der k-dimensionalen linearen Unterrdume L C R"™.
Sie kann als Teilmenge von M (n,R) aufgefasst werden, wenn man jedes L mit der orthogonalen
Projektion auf L identifiziert.

Zeigen Sie, dass Gy, 1, eine k(n — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M (n,R) ist.
(Hinweis: Betrachte die Abbildung M (n,R) 3 S — §*S — 1 € Sym(n,R), wobei Sym(n,R) die
symmetrischen n x n Matrizen sind.)

Die G, 1, sind die rellen Grassmann-Mannigfaltigkeiten. Es ist G,, 1 = RP" L.

Aufgabe 21
Das tautologische Biindel 7 : § — G, ist eine Teilmenge von Gy, x R", punktweise gegeben
durch 0y, = {x € R™ |z € L}. Zeigen Sie, dass 0 ein C*°-Vektorbiindel ist.

Aufgabe 22 2 Punkte
Sei M eine Mannigfaltigkeit und B ein Untervektorbiindel iiber M des trivialen Biindels M x R"
mit rkB = k. Zeigen Sie, dass es eine Abbildung ¢ : M — G, gibt, sodass B = ¢*6.
Die G, sind wegen dieser Eigenschaft die klassifizierenden Réume fiir Vektorbiindel.

Aufgabe 23 2 Punkt
Auf § — G, gibt es analog zu Aufgabe 12 eine kovariante Ableitung V. Zeigen oder widerlegen
Sie: Zu jeder kovarianten Ableitung D auf B gibt es eine kovariante Ableitung V auf 6, sodass
D = ¢*V.

Aufgabe 24 2 Punkte
Es sei U C R” offen. Es ist klar, dass TU = U x R™. Es sei auf U die kovariante Standardableitung
V definiert durch:

0

VY =) OxY'o—.

=1

Zeigen Sie, dass man genau die selbe kovariante Ableitung erhiilt, wenn man statt © = (x1, ..., z,)*
andere affine Koordinaten y = (y1, ..., yn)? benutzt, wenn also y = Ax + s, fiir eine invertierbare
Matrix A und einen beliebigen Vektor s € R™.

Diese kovariante Ableitung V heifit daher auch der affine Zusammenhang auf U.



