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Hinweis: Ein langer Text deutet nicht unbedingt auf eine schwere Aufgabe hin. Er dient als Hilfe-
stellung fiir die urspriingliche Aufgabe. Nehmen Sie sich die Zeit, ihn zu lesen. Fertigen Sie Skizzen
an. Machen Sie die in Aufgabe 1 (c) vorgeschlagene Rechnung auf dem Papier.

Aufgabe 1

(a) Uberpriifen Sie die auf der dritten Seite genannten Axiome (I1) und (I2) fiir die Poincarésche
Halbebene (siehe Beispiel der Vorlesung). Die Ebene ist durch H := {(z,y) € R? | y > 0} defniniert.
Die Geraden sind entweder ky, , := {(x,y) € H| (z —m)? + y? = r?}, d.h. Halbkreise vom Radius
r > 0 und Mittelpunkt in (m,0) wobei m € R, also auf der z—Achse, oder h. := {(c,y) | y > 0},
d.h. vertikale Halbgeraden.

(b) Die Strecken in diesem Modell seien wie folgt definiert: Liegen A, B € h. auf einer ver-
tikalen Halbgeraden, so ist AB gleich der iiblichen Strecke im kartesischen Modell, d.h. wenn
A = (¢,a) und B = (c¢,b) dann ist AB := {(c,t) | t € [a,b]}. Angenommen A und B liegen auf
kpm,r mit m und r wie in (a). Ky, ist der Graph der Funktion xp,, : (m —r,m + 1) — (0,00),
Fmr(x) == /12 — (. —m)2. Alsoist A = (a, km,(a)) und B = (b, K, (b)) mit a,b € (m—r,m+r)
und AB := {(z, &m,(2) | € [a,]]}. Priifen Sie, ob mit diesen Festlegungen (A1), (A2) und (A3)
gelten.

(¢) Zum Nachweis des Paschaxiomes (A4) machen wir noch folgende Beobachtung: das Komple-
ment einer jeden Geraden ist die disjunkte Vereinigung von zwei ”"konvexen” Teilmengen von H.
Dabei ist eine Teilmenge U C H ”konvex”, falls fiir je zwei Punkte A, B € U die in (b) definierte
Strecke AB C U, d.h. vollstindig in U enthalten ist. AuBerdem schneidet die Strecke AB aus (b) die
Gerade genau einmal, falls A und B in verschiedenen dieser Teilmengen liegen. Priifen Sie diese Be-
hauptung zunéchst fiir das Komplement einer Geraden h.. Fiir das Komplement von k,, . sind diese
beiden Teilmengen durch {(x,y) € H |y + (z — m)? < r?} bzw. {(x,y) € H| y? + (x — m)? > r?}
gegeben. Seien zwei Punkte A, B € H gegeben. Uberpriifen Sie mithilfe der (parametrisierten)
Form von AB aus (b) die Behauptung. Priifen Sie mithilfe derselben nun das Pasch-Axiom.

(d) Gilt das Parallelenaxiom (P)? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 2

Fiihren Sie einen vollstdndigen Beweis von folgendem Satz aus der Vorlesung: ”Von drei Punkten
auf einer Geraden gibt es genau einen, der zwischen den beiden anderen liegt.” (Satz 4) Benutzen
Sie die auf der letzten Seite noch einmal gelisteten Axiome der Inzidenz und der Anordnung dabei
und zeigen Sie insbesondere, dass die Voraussetzungen des Pasch-Axioms (A4) in den Situationen
zutreffen, in denen dieses angewandt wird.

Bitte wenden!



Aufgabe 3

Zs sei die Menge der Restklassen modulo 5. Mit der dort iiblichen Addition und Multiplikati-
on ist dies ein Korper. Das kartesische Produkt E := Zg X Zs sei unsere Ebene. Die Geraden seien
der Form {(z,y) € E | ax + by + ¢ = 0} fiir a,b,c¢ € Zs wobei (a,b) # (0,0) in Zs gelten soll.
Skizzieren Sie einige Beispiele. Begriinden Sie, dass (I1) und (I2) gelten.

Strecken seien der folgenden Form: Es seien A = (a1,a2) und B = (by,be) zwei Punkte. Dann ist
die Strecke AB := {A; B;3(A+ B)}. Die Addition ist dabei die komponentenweise Addition in F,
d.h. die iibliche Vektoraddition (aber in Zs). Priifen Sie, dass AA = {A}. (Hinweis: 3-2 = 1 in
Zs.)

Zeichnen Sie fiir die Gerade Zs x {0} alle méglichen Strecken ein. Hinweis: Zeichnen Sie die fiinf
Punkte der Gerade (mit der ersten Koordinate als Bezeichnung) mit ungefihr gleichen Absténden
auf einem Kreis ein und zeichnen Sie dann alle Strecken mit unterschiedlichen Farben ein, indem
Sie mit einem Lineal den Anfangs- und Endpunkt jeweils mit dem dritten Punkt verbinden. So
bekommen Sie ein kombinatorisches Bild der Situation.
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Weisen Sie fiir die Strecken die Axiome (A1),(A2) und (A3) nach. Gelten Satz 3 und Satz 47 Kann
Satz 5 oder das Pasch-Axiom (A4) gelten? Begriinden Sie Thre Antwort.

Bitte wenden!



In der Vorlesung behandeln wir die folgenden Axiome:

(I1) Zu je zwei Punkten gibt es genau eine Gerade, die diese beiden Punkte enhilt.

(I12) Jede Gerade enthélt mindestens zwei Punkte. Die Ebene enthélt mindestens drei Punkte, die
nicht auf einer Geraden liegen.

(A1) Ein Punkt liegt zwischen A und B genau dann, wenn er zwischen B und A liegt, d.h. fiir die
Strecken gilt: AB = BA.

(A2) Fiir zwei beliebige Punkte A und C gibt es einen Punkt B auf der Geraden G(A4, C), so dass
C zwischen A und B liegt.

(A3) Von drei Punkten auf einer Geraden gibt es hochstens einen, der zwischen den beiden anderen
liegt.

(A4) Seien A, B, C drei Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Eine Gerade, die
durch keinen dieser drei Punkte verlduft und einen Punkt zwischen A und B enthélt, enthilt auch
entweder einen Punkt zwischen A und C oder zwischen B und C. (Pasch-Axiom)

(P) Zu jeder Geraden und jeden Punkt, der nicht auf dieser liegt, gibt es hochstens eine Gera-
de durch diesen Punkt, die parallel zur ersten Gerade ist.

Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen am 20. /21.04. besprochen werden:

e Uberpriifen Sie die Axiome der Inzidenz fiir Punkte und Geraden in der Ebene und der
Anordnung, wenn die Ebene R? \ {0} ist und die Kreise und Geraden in R?, die durch
die 0 gehen (genauer der Durchschnitt dieser mit R? \ {0}) die Menge der Geraden bilden.
Sie diirfen dabei natiirlich alles Wissen um Kreise und Geraden in R?, benutzen. Gilt das
Parallelenaxiom?

e Fiihren Sie einen vollstdndigen Beweis von folgendem Satz aus der Vorlesung: ”Zu je zwei
Punkten A und B gibt es einen Punkt, der zwischen A und B liegt.” (Satz 3) Benutzen Sie
die oben genannten Axiome dabei und zeigen Sie insbesondere, dass die Voraussetzungen des
Pasch-Axioms in den Situationen zutreffen, in denen dieses angewandt wird.

Auflerdem kénnen noch Aufgaben der Riickseite von Blatt 1 besprochen werden.



