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Aufgabe 1

(a) Gegeben sei ein Punkt P auf einer Geraden g. Zeigen Sie, dass sein Komplement g \ {P}
die disjunkte Vereinigung von genau zwei konvexen Teilmengen ist.

(b) Beweisen Sie, dass in einer Geometrie, fiir die die Inzidenz- und die Anordnungsaxiome, sowie
die Kongruenzaxiome fiir Strecken (K1) und (K2) gelten, fir drei Punkte, A, B,C mit B € AC
und drei Punkte A’, B’,C’ mit B’ € A'C’ gilt: Ist AB = A’B’ sowie AC = A'C’, so ist auch
BC = B'C'.

Aufgabe 2

Fiir die kartesische Ebene R? seien die iiblichen Geraden und Strecken definiert, fiir die wir an-
nehmen, dass die Inzidenzaxiome und Anordnungsaxiome gelten (im besten Fall haben Sie sich
selbst davon iiberzeugt). Fiir zwei Punkte A = (a1,a2), B = (b1,b2) € R? sei der Abstand
d(A, B) :=|a; — b1| + |as — bs| definiert. Zwei Strecken AB und C'D seien genau dann kongruent,
wenn d(A, B) = d(C, D).

(a) Skizzieren Sie drei Punkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen, und fiir die AB, BC
und AC' kongruent sind.

(b) Weisen Sie die Kongruenzaxiome (K1) und (K2) nach.

Aufgabe 3

Fiir den Beweis von Satz 7 der Vorlesung, dass eine beliebige Strecke AB (fiir verschiedene Punk-
te A und B unendlich viele Punkte enthélt, haben wir folgende Konstruktion durchgefiihrt: Wir
wihlen induktiv P; zwischen A und B, P, zwischen P; und B,.... Fiir jede Zahl k € N wihlen
wir Py zwischen P;_; and B. Beweisen Sie mithilfe geeigneter vorher formulierter Axiome und
bewiesener Aussagen, dass fiir alle 7, 5,k € N mit ¢ < j < k der Punkt P; zwischen P; and P}, liegt.

Bitte wenden!



Die Kongruenz von Strecken sei eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Strecken, bezeichnet
mit AB = C'D mit folgenden Eigenschaften/Axiomen:

(K1) Sei AB eine Strecke und s ein Strahl mit Anfangspunkt P. Dann gibt es genau einen Punkt
Q auf s mit PQ = AB

(K2) Gilt fiir Punkte A, B,C und A’, B’,C’ mit B € AC und B’ € A'C’, dass AB = A’B’ und
BC = B'C’, so gilt auch AC = A'C".

Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen am 27. /28.04. besprochen werden:

e Die Ebene sei die obere Halbsphire {(z,y,z) | 2% + y*> + 2> = 1,z > 0}, die Menge der
Geraden besteht aus den Grofikreisen geschnitten mit der Halbsphére (mit Ausnahme des
Aquators, der diese ja nicht schneidet). Was sollten die Strecken sein? Begriinden Sie, dass
dafiir die Inzidenzaxiome und die Anordnungsaxiome gelten. Gilt das Parallelenaxiom (P)?

e Zeigen Sie, dass das Paschaxiom (A4) aus den anderen Anordnungsaxiomen, den Inzidenz-
axiomen und der Aussage von Satz 8 iiber die Halbebenen folgt.

e Fiir Punkte einer ” Geraden” g, d.h. einer Menge sei je zwei ” Punkten” A und B eine ”Strecke”
AB C g zugeordnet. Fiir diese Zuordnung gelte (A1), (A2) sowie (A3). Wie viele Punkte muss
¢g dann mindestens enthalten? (Bemerkung: Fiir diese Diskussion ist keine Ebene nétig, in
der die ”Gerade” liegt, daher sind hier die Begriffe iin Anfuhrungszeichen aufgefiihrt.)

e Priifen Sie die folgenden zwei Aussagen. Begriinden Sie Thre Antwort.
(a) R? mit der iiblichen Definition von Geraden und Anordnung sowie die durch die Eu-
klidschen Abstandsfunktion definierte Kongruenz von Strecken (siehe Aufgabe 2) erfiillt die
Axiome der Kongruenz fiir Strecken.
(b) Die analoge Aussage fiir Q? gilt nicht. Genauer: Das erste Kongruenzaxiom ist verletzt.
(c) R? mit der iiblichen Definition von Geraden und Strecken erfiillt die Axiome der Inzidenz
und der Anordnung.

e Fiihren Sie den Beweis fiir Satz 6 der Vorlesung: n verschiedene Punkte auf einer Geraden
lassen sich so mit P,...P, bezeichnen, dass fiir alle ¢,7,k € N mit ¢ < j < k der Punkt P;
zwischen P; and Py liegt.



