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Wir betrachten bei allen Uberlegungen einen Schnitt durch die Mittelpunkte

der Kugeln.
Schnitt —_— @ 12

Cornelius Wir zeigen, dass diese Aussage dquivalent zur Aussage von Jo-
landa ist. Wenn wir das gezeigt haben, wissen wir, dass beide Aussagen
richtig sind, sonst gidbe es ja mindestens zwei falsche Aussagen. Es hat
sich aber genau ein Wichtel geirrt.

Wir betrachten das Dreieck mit den Ecken M; (Mittelpunkt der klei-
nen Glaskugel), My (Mittelpunkt der mittleren Glaskugel) und Sp (ein
Schnittpunkt von kleiner und mittlerer Glaskugel). M55 ist ein Radi-
us der kleinen Glaskugel und M5S, ist ein Radius der mittleren Glas-
kugel. Diese beiden stehen, wenn die Aussage von Cornelius korrekt ist,
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senkrecht aufeinander. Das ist laut Satz des Thales und seiner Umkeh-
rung aber dquivalent dazu, dass der Schnittpunkt S, auf dem Thales-
kreis um M; M, in der betrachteten Schnittfliche liegt. Das wiederum
ist dquivalent dazu, dass Sis auf der Kugel mit Durchmesser M; M,
liegt.

Damit sind also beide Aussagen dquivalent und folglich richtig.

Bemerkung: Kugeln, die bei Inversion in sich selbst iibergehen, stehen
senkrecht aufeinander.

Beweis: Es sei K; der Kreis der kleinen Kugel in unserer betrachte-
ten Schnittebene und Ky der der mittleren Kugel. Es sei P € K; ein
beliebiger Punkt auf der kleinen Kugel. Sei P’ = Ik, (P) der Spiegel-
punkt von P an der mittleren Kugel. Dann gilt nach der Definition der
Nordpolspiegelung: |M;Sys|> = |[MyP'| - [MyP).

M,.S15 ist ein Radius der mittleren Kugel. Wenn die kleine und die mitt-
lere Kugel sich im rechten Winkel schneiden, dann ist MS1, gleichzei-
tig eine Tangente an die kleine Kugel. Weiterhin ist M;P eine Sekan-
te durch die kleine Kugel und P’ liegt auf dieser Sekante. Nach dem
Tangenten-Sekanten-Satz an einem Kreis gilt [MySyo|2 = [ My P|-[MyP),
wobei P der zweite Schnittpunkt der Sekante M, P mit K ist. Damit
stimmen aber P’ und P iiberein, da beide diese Gleichung erfiillen und
auf dem Strahl von M, durch P liegen. Also liegt P’ auf K;. D.h.,

wenn sich zwei Kugeln K7, Ky im rechten Winkel schneiden, dann gilt
Ix,(K1) C K1 und I, (K2) C K2.

Umgekehrt gilt auch, wenn zwei Kugeln bei Inversion aneinander auf
sich selbst abgebildet werden, schneiden sie sich im rechten Winkel.
Dazu betrachten wir die Geraden M;S12 und M;M;. Die Gerade durch
die Kugelmittelpunkte schneide K5 in den Punkten P und P’, wobei
P dichter an M liege als P'. Da I, (K>) = K, gilt, gilt insbesondere
I, (P) = P’ und damit r? = |MP| - |M,P'| = |M;M]*—r3.
~—— ~——
=|M1Mz|-r2 =M1 Mz|+r2

Mit der Umkehrung des Satzes des Pythagoras folgt, dass M;S15 und
M5S;5 senkrecht aufeinander stehen.

Jolanda Es wurde gerade gezeigt, dass diese Aussage richtig ist.

Otis Wir wissen schon, dass die Aussage von Cornelius korrekt ist. Damit
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sind die Dreiecke AM;S19Ms und AMsySo3M;3, wobei Mz der Mittel-
punkt der groflen Glaskugel und Ss3 ein Schnittpunkt von mittlerer
und grofler Glaskugel ist, rechtwinklig und wir kénnen den Satz des
Pythagoras anwenden.

Es gilt:

| My M| | My M| + | My Ms|
Y e RV R

P

Denn sonst ware

VIt /sy = i 28 4
= 242423+ 22+ i+ rd4rd r2 4+ 2r2 4 72
— 213 +r23\/ri+r: = 0.

Dies ist aber eine falsche Aussage, da alle Radien groler als null sind.
Sonst wére der Schneemann ja nur ein Punkt.

Wichtel Otis hat sich geirrt.

Milena Die Nordpol-Spiegelung ist eine Inversion am Kreis. Wird zweimal
hintereinander an derselben Kugel invertiert, ist das Spiegelbild des
Spiegelbildes mit dem Original identisch. Bei Inversion der mittleren
Glaskugel an der kleinen, sind die Schnittpunkte Fixpunkte. Damit
muss das Bild der mittleren Glaskugel im Idealfall auf der mittleren
Kugel liegen. Nur dass der Kugelteil, der vorher auflerhalb der klei-
nen Kugel war, jetzt im Inneren liegt (also dort, wo vorher der ausge-
schnittene Teil war). Die grofie Kugel wird jedoch auch an der kleinen
invertiert. Sie hat Schnittpunkte mit der mittleren Kugel gemeinsam,
unterscheidet sich aber in allen anderen Punkten. Das muss also auch
fiir die Bilder gelten. D.h., das Bild der groflen Glaskugel hat Schnitt-
punkte mit der mittleren Glaskugel, stimmt aber nicht mit ihr iiberein.
Das Bild kann aber auch nicht mit der kleinen Glaskugel iibereinstim-
men, weil bei Inversion an der kleinen Glaskugel nur die Punkte der
kleinen Glaskugel auf diese abgebildet werden. Also liegt auf jeden Fall
das Bild der grolen Glaskugel bei Inversion an der kleinen nicht kom-
plett auf einer Glaskugel.

Analog gilt das fiir das Bild der kleinen Glaskugel bei Inversion an der
groflen Glaskugel.



Diese Aussage ist also korrekt.

Julian Wir wissen bereits, dass das Bild der kleinen Glaskugel bei Inversion
an der groBen (Bezeichnung: B;3) und das Bild der groflen bei Inversion
an der kleinen (Bezeichnung: Bs;) nicht komplett auf den Glaskugeln
liegen. Bi3 liegt im Innern der grofien Glaskugel. Damit muss das Bild
von By bei Inversion an der kleinen Glaskugel im Innern von Bs; liegen,
liegt also auch nicht komplett auf einer Glaskugel. Analog liegt das Bild
von Bj; bei Inversion an der groflen Glaskugel im Innern von Bjs also
auch nicht komplett auf einer Glaskugel.

Diese Aussage ist korrekt.

Lotta Wenn zwei Kugeln sich senkrecht schneiden, geht eine bei Inversion
an der anderen in sich selbst {iber und umgekehrt. Wenn wir zweimal
dieselbe Inversion hintereinander ausfiihren, ist das zweite Bild mit dem
Original identisch. Inversionen am Kreis erhalten die Winkel.

Also werden die Glaskugeln wie folgt abgebildet. Dabei ist Ky, K5 bzw.
K3 die kleine, mittlere bzw. grole Kugel und Ig,, Ik, bzw. Ik, die
Inversion an der kleinen, mittleren bzw. groflen Kugel.
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K — K weitere Bilder s.u.
I

K 2 K, weitere Bilder s.u.
I

K, Bt Bis und Bi3 schneidet K5 senkrecht
I

K, =% K,
I,

KQ — K2
I,

K, — Ky
I

K3 N B3 und Bs; schneidet K5 senkrecht
I

Ky —3% K
I,

Kg — Kg
I

Bz —% Ik, (Bi3) im Innern von Bs;
I

Bz —3 B3
I,

Bl3 — Kl
I,

B31 — K3
I,

B3 — By
I

By —% Ix,(Bs1) im Innern von Bis

Diese Liste beinhaltet alle Spiegelbilder und die Spiegelbilder der Spie-
gelbilder. D.h.; wenn K und K5 sich senkrecht schneiden und K5 und
K3 sich ebenfalls senkrecht schneiden, liegen genau vier Bilder nicht
komplett auf den Glaskugeln.

Die Aussage ist also richtig (und kénnte sogar noch verschéarft werden).

Mattie Der Durchmesser des Bohrers muss das Doppelte der Hohe h von
Dreieck AM;S12M5 sein. Nach dem Hohensatz (wobei p und ¢ die Hy-
pothenusenabschnitte sind) gilt: h*> = p - ¢. Mit dem Kathetensatz
und dem Satz des Pythagoras berechnen wir p - \/r? +73 = r} und

3.2
q-+/ri+ 75 =r3. Damit erhalten wir fiir die Hohe: 2h = 24/ 5%,
1 2

Die Aussage ist also richtig.

22
iy
berechnet. Damit erhalten wir fiir das Quadrat des Radius des Schnitt-

Noam Wir haben schon den Durchmesser des Schnittkreises als 2
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Ives

rir3 Das Reziproke davon ist T R |
R P

also korrekt.

kreises: 7% Die Aussage ist
1

Der Schnittwinkel ist gleich dem Winkel zwischen der Hohe von Sis
auf My M, (mit FuBpunkt H) und der Geraden durch M; und Sj,. Die
Dreiecke AM;S;oH und AM;M5S;s stimmen in den rechten Winkeln
und dem Winkel in M iiberein, sind also &nhlich. Der Schnittwinkel
ist also kongruent zum Winkel in M, von Dreieck AM;S15M;. Damit
ist der Winkel gleich arctan :—;

Die Aussage ist also korrekt.

Alva Der Abstand a zwischen Fiihrungsschiene und Ségeblatt ist gerade

der Radius des mittleren Kreises minus die Linge des Hypotenusen-

abschnittes ¢, der komplett innerhalb der mittleren Kugel liegt. Zur

Berechnung nutzen wir den Kathetensatz und den Satz des Pythago-
2

2
T. T
ras: ¢ = 2 = ﬁ und formen noch etwas um:
1 2

a = T2—(q
2
L)
Ty —
G

Damit ist auch diese Antwort richtig.



