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1 Einleitung

Gegeben sei eine kompakte randlose Mannigfaltigkeit M. In der folgenden Ausarbeitung
werden wir uns mit glatten Funktionen f: M — SP beschiftigen und deren Homoto-
pieklassen untersuchen. Ein wichtiges Werkzeug dabei ist, Homotopie-Eigenschaften von
f auf gewisse Eigenschaften der Untermannigfaltigkeit f~!(y) fiir einen reguliren Wert
y € SP zuriickzufiithren. Es wird sich herausstellen, dass die Homotopieklasse von f bis
auf eine als , Kobordismus“ bezeichnete Aquivalenz der Untermannigfaltigkeiten von M
eindeutig durch die Mannigfaltigkeit f~!(y) bestimmt ist.

Die hier vorgestellten Ergebnisse richten sich im Wesentlichen nach Kapitel 7 in [Mil65].



2 Grundlegende Definitionen. Gerahmter Kobordismus

In allen nachfolgenden Betrachtungen seien alle Mannigfaltigkeiten kompakt. Ferner sei
M eine fixierte kompakte randlose Mannigfaltigkeit der Dimension m. Alle betrachteten
Untermannigfaltigkeiten N von M seien randlos (und kompakt).

Wir geben zunéchst ein paar grundlegende Definitionen:
Definition 2.1. Seien N und N’ Untermannigfaltigkeiten von M mit gleicher Dimension.

Ein Kobordismus zwischen N und N’ ist eine Untermannigfaltigkeit X von M x [0, 1]
derart, dass

1) X O (N x[0,e)U(N"x (1—¢,1]) fir ein € > 0,

i) 0X = (N x {0}) U (N’ x {1}),

i) XN (M x{0,1}) = 0X.
Im Falle der Existenz eines Kobordismus zwischen N und N’ heifien diese beiden Man-
nigfaltigkeiten kobordant.

Fiir unsere Betrachtungen wird es nétig sein, zu einer Untermannigfaltigkeit NV von M
zusatzlich einen ,,Rahmen‘ festzulegen:

Definition 2.2. Sei N eine Untermannigfaltigkeit von M. Ein Rahmen fir N ist eine
glatte Funktion v: N — ((T =N )L>COdlmN, die jedem z € N eine Basis des Normalen-

raums (T, N)* (als Unterraum von T, M) zuordnet.

Ist v ein Rahmen fiir N, so wird (N, v) als gerahmte Untermannigfaltigkeit von M be-
zeichnet.

Wir bezeichnen den i-ten Basisvektor von v(x) mit v;(z).
Definition 2.3. Seien (N, ) und (N’,v’) gerahmte Untermannigfaltigkeiten von M mit

gleicher Dimension. Ein gerahmter Kobordismus zwischen (N,v) und (N’ v’) ist eine
gerahmte Untermannigfaltigkeit (X, 1) von M x [0, 1] derart, dass gilt:

i) X ein Kobordismus zwischen N und N,

ii) Es gibt ein & > 0, sodass fiir alle 7 gilt:

wi(z,t) = (vi(z),0) Vt € [0,¢),Vx € N,
(vi(x),0) vVt e (1 —e,1],Vz € N

wi(z,t)

Gibt es einen gerahmten Kobordismus zwischen (N, v) und (N’ v’), so heifien diese beiden
Untermannigfaltigkeiten gerahmt kobordant. Schreibweiseﬂ (N,v) ~ (N',v').

Es ist leicht zu sehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

!Dies ist keine gingige Schreibweise.



3 Die Pontryagin-Konstruktion

In diesem Abschnitt sei p < m fixiert. Wir werden jeder glatten Funktion f : M — SP
die Kobordismenklasse einer gerahmte Untermannigfaltigkeit von M zuordnen. Dazu
bedienen wir uns der

Pontryagin-Konstruktion. Sei f: M — SP eine glatte Abbildung, sei y € SP ein
regulérer Wert von f und sei v = (v, ..., vp) eine positiv orientierte Basis von T3,SP. Dann
ist f~1(y) eine kompakte Untermannigfaltigkeit von M und es gilt T, f ~!(y) = ker(df,)
fiir alle € f~1(y). Da y regulér ist, ist fiir jedes z € f~!(y) die Funktion df, eingschrinkt
auf (T, f~'(y))* ein Isomorphismus, insbesondere kénnen wir w;(z) als Urbild von v
unter diesem Isomorphismus definieren. Der so konstruierte Rahmen w wird als f*v
bezeichnet. Es ist leicht zu sehen, dass to glatt istﬂ Die so definierte Mannigfaltigkeit

(f (), f*v)
heifst Pontryagin-Mannigfaltigkeit von f (bzgl. y und v).

Der folgende Satz zeigt, dass die Pontryagin-Mannigfaltigkeit von f bis auf gerahmte
Kobordismen unabhéngig von y und v ist:

Satz 3.1. Sei f: M — SP glatt, seien y,z € SP reguldre Werte von f und sei v bzw. w
eine positiv orientierte Basis von T,SP bzw. T, SP. Dann gilt:

(f7H ), fro) ~ (F7H(2), frw).
Zum Beweis dieses Satzes fiihren die folgenden drei Lemmas:

Lemma 3.2. Sei f: M — SP glatt und sei y ein requlirer Wert von f. Sind v und v’
zwei positiv orientierte Basen von TSP, so gilt:

(FHw), £ro) ~ (F7Hw), o).

Beweis. Da v und v’ die gleiche Orientierung haben, gibt es eine Matrix A; mit det A; > 0
und v] = Aw; fiir alle i. Bekanntlich ist der Raum GL*(p,R) der Matrizen mit positi-
ver Determinante wegzusammenhéngend, es gibt also einen glatten Weg A: [0,1] —
GLT(p,R) mit A(t) =1 fiir 0 <t < e und A(t) = A; fiir 1 —e <t <1 (dabei sei € > 0
beliebig).

Wir konstruieren nun einen gerahmten Kobordismus (X, tv) zwischen (f~!(y), f*v) und
(f(y), f*'): Sei X = f~1(y) x [0, 1] und sei to definiert durch die glatten Komponenten
wi(z,t) = (f*(A(t)v;),0) fir alle 1. O

Da die gewéhlte Basis von TSP keine Auswirkung auf die gerahmte Kobordismenklasse
der Pontryagin-Mannigfaltigkeit hat, werden wir die explizite Wahl von v im Folgenden
hiufig weglassen und die Pontryagin-Mannigfaltigkeit lediglich mit f~!(y) bezeichnen.

2In der Tat lisst sich jede Komponente w; von tw als Verkettung von df, Matrixmultiplikation, Matri-
xinversion und Projektion auffassen.



Lemma 3.3. Sei f: M — SP glatt und sei y € SP ein reguldrer Wert von f. Dann gibt
es ein € > 0 derart, dass fir alle z € SP mit ||z — y|| < € gilt: z ist ein requldrer Wert

von f und f7H(z) ~ fH(y).

Beweis. Die Menge der reguldren Punkte von f in M ist offen. Folglich ist die Menge
C C M der kritischen Punkte abgeschlossen und damit kompakt. Da f stetig ist, ist
f(C) kompakt, insbesondere abgeschlossen. Daraus folgt, dass die Menge der reguldren
Werte von f offen ist. Insbesondere gibt es also ein € > 0 derart, dass alle z € SP mit
||z — y|| < e regulér sind.

Sei nun z # y ein beliebiger derartiger Punkt. Sei r1: SP — SP die Rotation der p-Sphére
entlang des Grofskreises durch y und z, sodass 71(y) = z. Sei r: SP x [0,1] — SP eine
glatte Isotopie zwischen idg» und r; derart, dass gilt: (-, ¢) =: r; ist eine Rotation entlang
des GroRkreises durch y und z, sodass ||r; 1(2) —y|| < ||z —yl|| < e (d. h. r;*(2) ist ein
reguldrer Wert von f), 1, = idge fir 0 <t < dund ry = ry fiir 1 —§ < ¢ < 1 (fiir ein
J > 0).

Fiir alle ¢ ist z ein reguldrer Wert von r; o f (da r; l(z) ein reguldrer Wert von f und 7y

ein Diffeomorphismus ist). Insbesondere ist z ein regulirer Wert der Abbildung F': M x
[0,1] — SP, definiert durch

F(z,t) = (ro f)(x) Ve e M,t e [0,1].

Es ist leicht zu sehen, dass X := F~!(z) ein Kobordismus zwischen (rgo f)~1(z) = f~1(2)
und (ry 0 f)71(z) = f1(y) ist.

Ein Rahmen to fiir X ist durch tv = F*v gegeben, wobei v eine positiv orientierte Basis
von TSP ist. Da z ein regulidrer Wert von 7 o f ist, ist w(-,t) = (r¢ o f)*v, insbesondere
erfiillt (X, w) die Anforderungen eines gerahmten Kobordismus. O

Lemma 3.4. Seien f,g: M — SP homotope glatte Abbildungen und sei y ein requldrer
Wert fiir beide. Dann ist f~(y) ~ g~ (y).

Beweis. Sei F': M x [0,1] — SP eine glatte Homotopie zwischen f und g derart, dass
F(,t)=ffiralle0<t<dund F(-,t) =g firallel —0 <t <1 (fiir ein § > 0) gilt.
Nach Lemma gibt es ein € > 0, sodass fiir alle z € SP mit ||z — y|| < ¢ gilt, dass
z ein reguliirer Wert von f und g ist und dass f~1(z) ~ f~1(y) und g71(2) ~ g7 ().
Da die kritischen Werte von F' eine Nullmenge bilden, gibt es ein solches z, das regulér
fiir F ist. Vollig analog zum Beweis des vorangehenden Lemmas ist (F~1(2), F*v) (v sei
eine positiv orientierte Basis von S?) ein gerahmter Kobordismus zwischen f~!(z) und
g7 1(2). Es gilt also:

Sy ~ 7 R) ~ g7 2) ~ g7 (W) O

Satz folgt unmittelbar aus Lemma



Beweis von Satz[31. Wir verwenden die Bezeichnungen des Satzes. Sei r: SP — SP eine
Rotation von SP, die y auf z abbildet. Dann ist r glatt isotop zur Identitdt und folglich
f glatt homotop zu r o f. Da r ein Diffeomorphismus und z ein reguldrer Wert von f ist,
ist y = r~1(z) ein regulirer Wert von (r o f). Nach Lemma [3.4] gilt also

)~ (ro ) M y) = (). O

4 ,Umkehrung" der Pontryagin-Konstruktion

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns damit, zu einer gegebenen gerahmten Unter-
mannigfaltigkeit (N, v) von M eine glatte Abbildung f: M — SP zu konstruieren derart,
dass (N, v) gerahmt kobordant zur Pontryargin-Mannigfaltigkeit von f ist. In der Tat ist
dies immer méglich:

Satz 4.1. Sei (N,w) eine gerahmte Untermannigfaltigkeit von M mit Kodimension p,
sei y € SP und sei v eine positiv orientierte Basis von T,,SP. Dann gibt es eine glatte
Funktion f: M — SP derart, dass

(N,10) = (f7H(y), [*v).

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir folgenden Satz {iber gerahmte Untermannigfal-
tigkeiten, den wir ohne Beweis zitieren:

Satz 4.2 (Satz tiber die Tubenumgebung). Sei (N, 1) eine gerahmte Untermannigfaltig-
keit von M mit Kodimension p. Dann gibt es eine Umgebung V von N in M und einen
Diffeomorphismus ¢: N x RP — V' mit folgenden Eigenschaften:

i) o(x,0) =x fir alle x € N,
i) dp o) bildet den i-ten Basisvektor von RP auf wi(z) ab.

Beweis. Ein Beweis findet sich auf Seite 46 in [Mil65]. O

Der Satz iiber die Tubenumgebung erlaubt es uns also, uns in eine kleine Umgebung von
N ,auszudehnen®. Mithilfe dieses Satzes ist Satz [4.1] nicht mehr schwer zu zeigen:

Beweis von Satz[{.1. Wir verwenden die Bezeichnungen des Satzes. Seien V und ¢ gemés
des Satzes {iber die Tubenumgebung. Sei ferner 7: V' — RP die ,,Projektion” jedes Punktes
in V in den RP, also m = prgy o~ 1. Wegen der Eigenschaft ii) von ¢ gilt dm,(w;(z)) = e;
fiir jedes z € N, insbesondere ist 0 ein regulirer Wert von 7 und 7=1(0) = N.

Wir konstruieren nun f: M — SP. Dazu setzen wir f(x) = —y fiir alle z € M \ V.

Fiir die Einschrankung von f auf V nutzen wir die folgende Konstruktion: Sei h: R —
SP eine glatte Abbildung derart, dass h(u) = —y fiir [|u|| > 1 und dass h die offene



Einheitskreisscheibe von R? diffeomorph auf SP \ {—y} abbildet, wobei h(0) = y und
dho(e;) = v; fiir alle 7. Es sei nun

h(r(x), eV,
fa) = {—y, xeM\V.

f ist glatt (dies ist offensichtlich fiir Punkte z in V' und = im Inneren von M\ V'; aufserdem
ist f konstant auflerhalb des Urbildes der Einheitskreisscheibe von RP unter m, sodass es
auch auf OV glatt ist). Da h in einer Umgebung von 0 ein Diffeomorphismus ist, ist h(0)
ein reguldrer Wert von f und f~1(h(0)) = 771(0) = N. Ferner gilt fiir jedes 7 und jeden
Punkt z € N

dfp(wi(z)) = (dhg(y) - dmy)(wi(x)) = dho(ei) = vi,

sodass also f*v = to. O

5 Aquivalenz zwischen Homotopie und Kobordismen

Wir haben gesehen, dass wir zu jeder glatten Abbildung f: M — SP (wiederum sei p < m
fixiert) eine gerahmte Untermannigfaltigkeit von M konstruieren kénnen und dass wir
umgekehrt zu dieser Untermannigfaltigkeit wieder eine Abbildung f finden koénnen. In
diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, wie die Homotopie von Abbildungen
f,9: M — SP mit gerahmten Kobordismen von gerahmten Untermannigfaltigkeiten von
M zusammenhéngt.

Tatséchlich gibt es eine sehr starke Beziehung:
Satz 5.1. Seien f,g: M — SP glatte Abbildungen. Die Pontryagin-Mannigfaltigkeiten
von f und g sind genau dann gerahmt kobordant, wenn f und g glatt homotop sind.

Anders ausgedrﬁckzﬁ]: Isty ein requldrer Wert von f und g und ist v eine positiv orientierte
Basis von TSP, so gilt:

(FH ), f*v) ~ (g7 (y),g"v) <= f~g.

Die Riickrichtung dieses Satzes wurde bereits in Lemma [3.4] gezeigt. Fiir die Hinrichtung
zeigen wir zundchst das folgende Lemma:

Lemma 5.2. Seien f,g: M — SP glatte Abbildungen, sei y € SP ein reguldrer Wert fir
[ und g und sei v eine positiv orientierte Basis von TSP derart, dass (f~1(y), f*v) =
(97 (y), g*v). Dann sind f und g glatt homotop.

3Da die kritischen Werte eine Nullmenge bilden, kann stets ein gemeinsamer regulirer Wert 3 gefunden
werden.



Beweis. Sei zuniichst angenommen, dass f = g in einer Umgebung V von N := f~1(y)
in M. Sei7: SP\{y} — RP die stereographische Projektion. Dann ist ¢: M x [0, 1] — SP,
definiert durch

f((L’), z eV,

o) = {Tl(m( F@)+0=tr(g@), zeM\V,

eine glatte Homotopie zwischen f und g.

Wir fiihren den allgemeinen Fall auf diesen speziellen Fall zuriick, indem wir eine glatte
Abbildung f: M — SP konstruieren, fiir die gilt:

L f~ 1
2. y ist ein regulirer Wert von f und (f~1(y), f*v) = (¢~ (y), g*v),
3. f = ¢ in einer Umgebung V von N in M.

Seien V'O N und ¢: N x RP — V die Umgebung und der Diffeomorphismus, die der
Satz {iber die Tubenumgebung angewendet auf (f~1(y), f*v) liefert (man beachte, dass
dim N = dim(f~(y)) = dimM — dimS? = m — p, also codimN = p). Um f zu
konstruieren, geniigt es, lediglich die Einschrankung von f auf V in geeigneter Weise zu
transformieren.

Es ist moglich, V' so ,klein* zu wéhlen, dass f(V') nicht den Punkt —y enthélt. Andernfalls
gibe es zu jeder e-Umgebung U von N einen Punkt z. € U, derart, dass f(x.) = —v.
Da N kompakt ist, hat die Folge (7(1/,)) eine konvergente Teilfolge (z(i/y,)). Deren
Grenzwert Z liegt in N, sodass wir also einerseits f(Z) = y, andererseits aber f(z) =
limy 00 f(%(1/n,)) = —y erhalten, im Widerspruch zur Stetigkeit von f. Sei also V' so
gewdahlt, dass f(V) und ¢g(V') nicht den Punkt —y enthalten.

Sei : SP \ {—y} — RP die stereographische Projektion verkettet mit einer linearen
Transformation derart, dass doy(v;) = e;. Das Verhalten von f und g eingeschrénkt auf
V wird durch die Abbildungen F,G: N x RP — RP, definiert durch

F(z,u):=00 fop, V(xz,u) € N x RP,
G(z,u) :==0o0gop, V(z,u) € N x RP

widergespiegelt. Wir konstruieren eine Abbildung F: N x R — RP derart, dass die
daraus abgeleitete Abbildung f: M — SP (die alle Punkte € M \ V auf f(z) und alle
Punkte z € V auf o1 (F(¢~!(z))) abbildet) die geforderten Eigenschaften besitzt. Das
ist genau dann der Fall, wenn gilt:

i) F~F,

ii) 0 ist ein regulirer Wert von F und es gilt F~1(0) = G~1(0) und dﬁ(ac,o) = dG(, )

fiir alle x € N,
iii) F = G in einer Umgebung N x B. von N x {0}.

Zu einer Konstanten ¢ > 0 sei A\.: RP — R eine glatte Abbildung derart, dass A\.(u) =1
fiir [Jul] < § und Ac(u) = 0 fiir |Ju|| > c¢. Dann deformiert die Abbildung ¢.: (N x RP) x



[0,1] — RP, definiert durch
dc((zyu),t) := (1 — Ae(w)t) - Fx,u) + Ae(u)t - G(z,u) V(z,u) € N xRP t€[0,1],

die Abbildung F' = ¢(-,0) in eine Abbildung E, := ¢(-,1). Offenbar erfiillt dieses F, die

oben genannten Eigenschaften i) und iii) (zu letzterem wihle € = §).

0 ist ein reguldrer Wert von G, da y ein reguldrer Wert von f ist. Da Bedingung iii)
erfiillt ist, erfiillt F. automatisch alle Aussagen in ii) bis auf £;1(0) = G~1(0). Um
diesen letzten Teil zu erfiillen, finden wir eine geeignete Wahl fiir ¢: Nach Definition
von I ist dF(;0): Ty N x RP — RP die Projektion nach RP. Daher folgt aus dem Satz
von Taylor (Entwicklung bis zum linearen Glied), dass es ein ¢y > 0 gibt derart, dass
||F(z,u) —ul|| <cg- ||ul|? fiir |Jul] < 1. Multiplikation mit ||u| liefert

[P ) = [l P = (P ) = ) -l < [F ) = ull - llul] < ez - Jlul
Sei nun 0 < ||u|| < min{1, é} =: ¢1. Dann ist F'(z,u) - u > 0, denn andernfalls wére

[l > e - [lul® > |P(@,u) - u = |lul 2| = [l = Fe,w) - u > [u]*

Man sieht ebenfalls, dass F'(z,u) - u = 0 genau dann, wenn u = 0. Analog lasst sich eine
Konstante ¢ fiir G finden derart, dass G(z,u) -u > 0 und G(z,u) - u =0 <= u=0
fir [Ju|| < c2. Dann gilt fiir alle v mit ||u|| < min{c1, ca} =: co, dass F(z,u) und G(z,u)
in der gleichen Halbebene von RP liegen. Es gilt also F,,(z,u) = 0 genau dann, wenn
entweder ||u|| > ¢p und F(x,u) = 0 oder wenn ||u|| < ¢ und F(z,u) = G(x,u) = 0.
Damit erfiillt dieses F,, die Bedingung ii). O

Mithilfe des Lemmas lisst sich Satz [5.1] leicht beweisen:

Beweis von Satz[5.1 Wir verwenden die Bezeichnungen des Satzes. Die Hinrichtung wur-
de in Lemma gezeigt. Zur Riickrichtung: Sei (f~'(y), f*v) ~ (¢~ (y),g*v) und sei
(X, 1) ein gerahmter Kobordismus zwischen f~!(y) und g~ !(y). Dann ist dim X =
1+ dim(0X) =1+ p, also hat X die Kodimension p in M x [0,1]. Mit einem analogen
Argument wie in Satz [4.1F| gibt es demnach eine glatte Abbildung F: M x [0,1] — SP
derart, dass

(X,w0) = (F~(y), F*v).

Sei Fy := F(-,0). Nach Definition des Kobordismus ist %—? = 0 an der Stelle t = 0, und
da y regular fir F ist, folgt, dass y auch regulér fiir F ist. Dann ist

Fot(y) = X 0 (M x {0}) = f~H(y),
Fyv=1w(-,0) = f*v.

*Wir kénnen Satz hier nicht direkt anwenden, da M x [0,1] und X nicht randlos sind. Da tv
eingeschrankt auf 0.X ein Rahmen fiir 0.X ist, konnen wir jedoch ein sehr analoges Argument wie in
Satz [£.1] verwenden.



Aus Lemma folgt also f ~ Fy. Analog ist ¢ ~ F(-,1) =: F;. Da F eine glatte
Homotopie zwischen Fy und F; ist, gilt aukerdem Fj ~ F}, also insgesamt:

f~Fy~TF~g. O

6 Anwendung: Der Satz von Hopf

Die in den letzten drei Abschnitten aufgebaute Theorie bietet ein méchtiges Werkzeug,
um Homotopieklassen von glatten Funktionen f: M — SP zu untersuchen.

Als ein Beispiel beschrinken wir uns auf den Fall, dass p = m und dass M eine wegzu-
sammenhéngende orientierbare Mannigfaltigkeit ist. Dann ist fiir jede glatte Abbildung
f: M — SP der Abbildungsgrad deg f definiert. Eine einfache, jedoch erstaunliche Fol-
gerung der obigen Betrachtungen zeigt folgender Satz:

Satz 6.1 (Satz von Hopf). Sei M eine p-dimensionale wegzusammenhdingende und ori-
entierbare (und kompakte) Mannigfaltigkeit (ohne Rand). Dann gilt fiir zwei glatte Abbil-
dungen f,g: M — SP:

f~g < degf=degg.

Fiir den Beweis ist es hilfreich zu erklaren, was wir unter dem ,Grad“ einer endlichen
gerahmten Untermannigfaltigkeit von M verstehen:

Definition 6.2. Zu einer endlichen gerahmten Untermannigfaltigkeit (N, to) von M sei
der Grad gleich der Anzahl der positiv orientierten Punkte minus der Anzahl der negativ
orientierten Punkte (beziiglich tv).

Die Hinrichtung des Satzs von Hopf wurde bereits in einem fritheren Vortrag gezeigt. Um
die Riickrichtung zu beweisen, muss im Wesentlichen gezeigt werden, dass der Grad einer
endlichen gerahmten Untermannigfaltigkeit die Kobordismenklasse dieser Untermannig-
faltigkeit bestimmt.

Lemma 6.3. Sei M wie im Satz von Hopf. Sei (N,v) eine endliche Untermannigfal-
tigkeit. Dann ist (N,v) gerahmt kobordant zu einer gerahmten Untermannigfaltigkeit, in
der alle Punkte die gleiche Orientierung haben (bzgl. dem Rahmen).

Beweis. Seien x1,x9 € N zwei Punkte derart, dass v(z;) positiv und v(zs) negativ
orientiert ist. Wir kénnen annehmen, dass es in M einen Weg ~ von x; nach xs gibt, der
durch keinen weiteren Punkt von N geht (andernfalls wéhle 21 und x5 entsprechend neu)
und sich nicht selbst schneidet. Wir zeigen, dass (IV, v) gerahmt kobordant zu N\ {z1, z2}
(mit gleichem Rahmen) ist.

Dazu konstruieren wir folgenden gerahmten Kobordismus (X, w): X enthélt {x1, 22} x
[0,¢] (fiir ein € > 0). Verbinde die Endpunkte (x1,¢) und (x2,¢) dieser beiden Strecken
mit . Uberdecke dieses Konstrukt mit endlich vielen hinreichend kleinen offenen Kugeln



(und einer Karte zu jeder) und transformiere es in jeder Karte derart, dass tatséchlich
eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M x [0, 1] entsteht. Wéhle auferdem in
jeder Karte einen Rahmen. Es ist leicht zu sehen, dass in jeder Karte der Rahmen des
Wegs beim , Eintreten und beim ,Austreten mit zusétzlichem nach aufsen zeigenden
Tangentialvektor verschiedene Orientierung haben. Dies setzt sich iiber die Karten fort,
sodass x1 und xo verschiedene Orientierungen haben miissen, was der Fall ist.

Fiige auferdem die Mannigfaltigkeit (IV\{z1, z2}) % [0, 1] (mit entsprechendem Rahmen)
zu X hinzu. O

Beweis des Satzes von Hopf. Unter Nutzung dieses Lemmas kann man auf analogem We-
ge zeigen, dass zwei endliche gerahmte Untermannigfaltigkeiten von M, die den gleichen
Grad haben, gerahmt kobordant sind. Da wir den Grad einer endlichen gerahmten Unter-
mannigfaltigkeit von M gerade so definiert haben, dass er mit dem Abbildungsgrad einer
zugehdrigen Abbildung f: M — SP {ibereinstimmt, folgt bereits der Satz von Hopf. [

Eine ebenfalls interessante Folgerung ist:

Korollar 6.4. Sei M wie im Satz von Hopf, wobei p > 0. Dann gibt es zu jedem d € Z
eine glatte Abbildung f: M — SP mit deg f = d. Die so erhaltenen Abbildungen sind ein
Reprdsentantensystem der Homotopieklassen von Abbildungen M — SP.

Beweis. Zu jedem d € Z gibt es eine gerahmte Untermannigfaltigkeit (N,to) von M
derart, dass N genau |d| isolierte Punkte enthélt, und dass mw(z) positiv oder negativ
orientiert ist, je nachdem ob d > 0 oder d < 0 (fiir alle z € N). Die nach Satz daraus
konstruierbare glatte Abbildung f: M — SP erfiillt deg f = d.

Dass es bis auf glatte Homotopie keine weiteren Abbildungen gibt, ist eine direkte Fol-
gerung aus dem Satz von Hopf. O

Wir erhalten beispielsweise eine Bijektion zwischen Z und den Homotopieklassen glatter
Abbildungen von SP auf sich selbst.
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